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Abstract
We extended Tschebyscheff's inequality from one variable to two or three variables
last year, but that time we could not extend it byond three variables.
In this paper we extend Tschebyscheff's one for any one of set of variables. We
obtain new inequality for n variables which contain Tschebyscheff's inequality, i. e.
(x1,x2,……,xn)-(m1,m2,……,mn)
‖ ≧kσn}≦1/k2
but k is positive number larger than 1. and ‖ P-Q ‖ means distance between P and Q,
σn means total standard deviation in this distribution.
筆者は先にTschebyscheffの不等式の定義を拡張し(*)拡張された定義によっての新しい意
味でのTschebyscheffの不等式を確率分布の次元が1次の場合だけでなく2次元, 3次元の場
合にも成立する事を証明した(*)がその方法として極座標と球面座標に頼っての証明であった
だけに4次元以上の分布に対しては同じ不等式が成立する事は証明出来なかった。この小論では
任意の自然数nに対してn次元確率分布に関しても拡張された意味でのTschebyscheffの不等
式が成立する事を証明したい。
筆者が先に証明した不等式は次の通りである。
〔定理I〕(*)
kを1より大きい正数とするとき次の3種の不等式が成立する。
prI距l--i ‖≧ko! }≦去
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　　　　　Pr｛II（　）一（一）ll≧たσ2｝≦歯
　　　　　Pr｛ll（　・躍3H別・・窺2・規3）ll≧たσ3／≦歩
　ここにP．（A）は事象Aが起る確率碗，物（歪＝1．2．3）はこの確率分布の＆における周辺
分布の実現値と平均値，”p－QIlは点Pと点Qの間の距離　σ。（η＝1・2・3）はこの分布の総標
準偏差を意味する。
　ここで間題となる確率分布の次元を1・2・3の場合だけでなく，任意の自然数の場合にまで
一般化してπ次元確率分布における次の定義を置く。
〔定義1〕
πを任意の自然数としη次元確率分布につし・て考える・統計量E｛ゑ（X一）2｝を麿
表示しこの分布の総分散と呼ぶ。ここに物（ノ＝1・2・3……n）はこの分布のXブに関する周辺
分布の平均値，E（の（X））はの（X）の期待値を意味する。
〔定義2〕
　η次元確率分布の総分散碗2の正の平方根を碗で表示したこの分布の総標準偏差と呼ぶ。
　そこで次の定理を得る。
　〔定理II〕
ηを任意の自然数としη次元確率空間の同時分布（X1，X2，……，Xπ）を考えるQこのとぎたを
1より大ぎい正数とすれば次の不等式
　　　　　Pr｛ll（　・……淘一（一2・……・砺）ll≧砺／≦塵
が成立する。
　ここに紛，物（ノニ1・2……η）はXブに関する周辺分布の実現値と平均値σπはこの分布の
総標準偏差Ii　p－Q　Ilは点Pと点Qの間の距離を意味する。
〔証明〕
　π次元確率空間における同時分布（X1，X2，……X％）について先ずX・，X2，……，Xπのすべ
てが連続変数であると仮定して論を進める。
　この場合〔定義1〕からσ。2を計算すれば同時分布（X1，X2，……，X。）の確率密度関数を
ρ（紛，娩，……，∬π）として
　　　　　　　　　ゆ　　　σ2π一∫揖（諾ゴー物）2ρ（諾・，諾2，……・妬）4繍2一・砺
　　　　　　　　Rη
　　　　　　　　　つ　　　　
　　　　　　　一∫…∫象（諾ゴー物）2ρ（紛・諾2・……・蹴）繍2一砺
　　　　　　　　一QO　　－QQ
ここで（物，規2，……，規、）は既知であるから座標を平行移動して
　　　　　Yゴ＝Xゴー物　（ノ＝1，2，……，η）
とすれば（Y1，Y2，……，Yπ）の確率密度関数9（ツ1，ッ2，……，施）は
g（ッ1，ッ2，＿…，伽）＝ρ（ッ1＋物，ッ2＋物，……，施＋妬）で与えられる。従って
　　　　　　　　　　　　Tschebyscheffの不等式の一般化について
　　　　　　　　　　Qo　　　oo
　　　　　　　　　　　　　　だ　 σ㌦一∫…∫揖ツ2痴・ツ2・……・伽）輌2一砺
　　　　　　　　　一QO　　一〇〇
　ここで領域Dを為に対して
　　　　　　　D一｛（ッ1，ッ2，……・施）iッ・2＋ッ22＋……＋飾2＜た2砺2｝
と定めれば
　　　　　　σ㌦一∫D象ツ2ゴ9（ツ・・ツ2・一・施）4y・吻2一砺
7
　　　　　ル＋∫貼D揖ツ2ブ9（ツ1・卸…餓）伽4ツ2・朔
≧∫欝一D象ツ2ゴ9（ツ・・ツ2・…伽）4ツ・4ツ2 41yη
　　　　　　　ドーD一｛（ッ・・ッ2，……，伽）1ッ12＋ッ22＋……＋施2≧々2砺2｝
であるから
　　　　　　　　σ物2≧∫為2σπ29（ツ・，ツ2，……，ツπ）4ツ・4ツ2……幅
　　　　　　　　　　　　Rη一D
　　　　　　　　　一ゐ2σノ∫9（ツ・，ツ2，……，飾）4ツ・4ツ2……伽
　　　　　　　　　　　　　　　Rπ一D
　　　　　　　　　＝た2σ2ηPr（ly12十ツ22十　……　十lyπ2≧乃2σ％2）
　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　　　　　　　＝た2σ2ηPr（Σ（紛一物）2≧た2σ2π）
　　　　　　　　　　　　　　　声1
た＞0．砺＞0が仮定と定義によりわかっているから
　　　　　　　礎鰹項傷（躍ゴー卿j）2≧た砺｝から
　　　　　　　貸｛、／蕩（∬ゴー物ア≧砺／≦歩
よって
　　　　　　　Pr｛1（一，……　）一（勉1　・……　）ll≧た碗／≦歩
この事から同時分布（X1，X2，……，Xπ）がすべての確率変数Xブ（ノ＝1。2．……η）にっいて
連続変数である場合については問題の確率不等式は成立する事が証明された。
　次に，同時分布（X・，X2，……，Xn）の各変数XKブ＝1・2・……・η）の一部又は全部が離
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散変数である場合を考える。この場合も証明の方針は全部の変数が連続変数の場合と変らないか
ら前に類似した方法で証明が可能である。よって〔定理II〕はすべての場合に対して証明が終了
したo
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